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X-3. 
1. INTRODUZIONE 


E' ben noto come la teoria dell'interpolazione reale si sia rivela- 
ta uno strumento efficace nello studio di numerose questioni relative a equazio 
ni differenziali (lineari e non lineari) del primo ordine in uno spazio di Ba- 
nach. 

Analoghi problemi si presentano naturalmente anche per equazioni 


differenziali di ordine superiore, quali, ad esempio 


(1) ul”) + di au) =f, 
dove gli AL sono operatori lineari chiusi in uno spazio di Banach X e f è una 
funzione di una variabile reale a valori in X. 

Nel caso delle equazioni del primo ordine, gli spazi che si rive- 
lano proficui risultano essere quelli di interpolazione fra lo spazio ambiente 
e il dominio dell'operatore che compare nell'equazione. Nel caso dell'equazio- 
ne (1) sarà quindi ragionevole considerare degli spazi che siano di interpola- 
zione fra n+1 spazi: lo spazio ambiente e i domini degli n operatori che in- 
tervengono nell'equazione. 

La teoria dell'interpolazione reale fra più di due spazi è stata 
studiata in due ponderosi lavori da Yoshikawa [3], che ha considerato spazi 
di medie, e da Sparr [2], che ha considerato spazi definiti con il metodo K 
e il metodo J. 

Entrambi questi autori considerano spazi di interpolazione fra 
n spazi che dipendono da n parametri (legati da un vincolo opportuno). Que- 
sto tipo di definizione appare la più indicata nella situazione generale, 
quando cioè non si presuppone nessun legame di inclusione fra i diversi spa 
zi fra i quali si interpola. Se invece si hanno in mente applicazioni a una 
equazione come la (1), si verifica spesso (sempre se essa viene supposta pa- 
rabolica) che AA) CDA) algebricamente e topologicamente. 


In tal caso, è ragionevole (e più semplice) definire degli spa- 
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zi di interpolazione che dipendono da un solo parametro. In questo modo si evi- 
tano anche la patologie incontrate sia da Yoshikawa sia da Sparr e cioè che me- 
todi di interpolazione reali diversi possono portare a spazi di interpolazione 


diversi, a differenza di quanto accade per l'interpolazione fra due spazi. 


2. DEFINIZIONE DEGLI SPAZI DI INTERPOLAZIONE E LORO PROPRIETA' 


Pur potendo dare una definizione equivalente indipendente dal fat- 
to che-gli spazi fra i quali si interpola siano i domini di operatori con op- 
portune proprietà, preferisco utilizzare una definizione nella quale il legame 
con la (1) sia più evidente. Faccio quindi delle ipotesi preliminari. 

Siano nEN, X uno spazio di Banach e Ar Anci n operatori linea 
ri in X. 

Poniamo, YX € K (campo degli scalari relativo a X) 

n-l n-1 

P(2)x = 2° + È. Ax 3 xEY, =N (A) 

k=0 k=0 

Ipotesi I. Gli operatori A;(i=0,...n-1) sono chiusi e YSsE R'U {0}, 
P(s) è un operatore invertibile con inverso P_4(s) limitato e definito in tutto 


+ 
X. Inoltre supporrò che AMER , tale che 
-l -n 
|P (s)j sM(1+s) , 
-1 kol 
IAP (s)| < M(1+s) ©, k=0,...,n-1, 
vse RU {0}. 
Osservo esplicitamente che gli operatori A; non sono stati suppo- 


sti a dominio denso in X. 


+ 
Dall'Ipotesi I si ha che, Wx€ X, YSsER L{0}, 


ka 
IsA,P 1(s)x sM, k=0,...,n-1, 


mentre, se ye Yo? risulta: 


kei 1 ul n 
(s)u=s ALP (s)(P(s) - ) s AI = 
h=0 


sta P 


n-1 
k- k+h- -l 
= st"gy - L. STA, (5)A> 


onde Isf sv] sCs o, k=0,...,n-1. 


Questa osservazione giustifica la seguente 


Definizione. Siano a € ]0,1[, qe[1,+]. Indichiamo con Dp (0,9) lo 
spazio vettoriale degli x€X, tali che la funzione 


sha ps) LI (R*;X), k=0,...,n-1. 


Qui e nel seguito con LA(Rt;x) indichiamo lo spazio di Banach delle funzioni de 


finite su R* e a valori in X, fortemente misurabili e tali che 


n-l +0 
IX. = Y f 1s°**a 915) dE)I/A ho, se ghia, 
“9 ko Yo 
n-l 
Ixl, 3 ess sup 1°" a 2 (s)x] to ,Se qsto, 
#° 0 ser 


Osservazioni 1. Se n=1, lo Spazio ora definito coincide evidente- 
mente con l'usuale spazio di interpolazione reale (AA À))_, a’ dove 2(A,) 


si intende munito della norma del grafico. : 


2. Osserviamo esplicitamente che, in virtù dell'Ipotesi I, 


+ sai 
|s° “AP Ls) s Ms", onde la condizione che compare nella definizione preceden 
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te limita il comportamento degli operatori AP (5) solo a +°, mentre vicino a 
zero le condizioni richieste sono automaticamente soddisfatte. 


Dall'osservazione precedente segue subito che 


(2) D, (0,9) E Dp(aj:q); Se a) < ap. 


Per ottenere relazioni di inclusioni più forti dalla (2) si può 
far ricorso al seguente risultato, ovvio se q = +e, ma non facile da dimostra- 


re se q è reale. 


Lemma 1. Sia x€ Dp(0:9); allora 3C€ER*, tale che 


pat 1 


AP (s)x| s C LPP , k=0,...,n-1. 


Dal Lemma 1, con alcune manipolazioni, si ottiene il risultato seguente. 


Proposizione 1. 


a) Se qj<q,; allora Dp(a,9,) ED p(a,9,); 


b) Se a Con allora Dp(apsr) CDp(a,,9), vq,re [1,t©] 


1 


E' particolarmente importante stabilire dalle relazioni di inclu- 
sione fra gli spazi D, (039) e i domini degli operatori Ax 


I] seguente risultato non è banale solo se %a non è denso in X. 


Teorema 1. Posto Lf = A (la chiusura di LA nella topologia di X), 


risulta 


Dp (a,9) C LE, Va € JO,1l[, Yqe [1,t0]. 


Dimostrazione. Sia ye D, (2,9). Si ha, YseRt: 


nl Lt O 
SP (s)y-y = - )O SAP (Sy. 
k=0 
L'ultima somma scritta si maggiora in norma, grazie al Lemma 1, 
"a se ND + A ' 
con Cs lia = 0. Poiché s P (yer vseR*, si ha l'asserto. 


Senza ipotesi ulteriori, non è possibile determinare uno spazio 
che sia contenuto nei Dp(0:9), ad eccezione dell'inclusione ovvia Y E Pp(0:9). 


Consideriamo, per esempio l'equazione delle onde con attrito 


TÀ _ l 
(CH + 88, - 4A)u= 0 , ino, 
Una = 0 


dove ge R. In questo caso avremo, scegliendo X = LI(0), 


DA) = Wa) Wi *%0) 
(AU) (x) = -Au(x), 


DA) = LI 0), 


1) 
(A u)(x) = Bu(x). 
Si può riconoscere che l'Ipotesi I è soddisfatta se B>-5(se R* opportuno) e che 


1 


(0) (AIA e 


2a 39 . = Je 
{ueW (2);u/s0 0}, se a> 2a * 


Per provare inclusioni non banali degli spazi Dp(a,9) faremo un'i- 


potesi ulteriore, premettendo alcune definizioni. 


Poniamo 


n-1 n-1 
x, = dr DAL); munito della norma |x], = L Axl» 


Poniamo poi, se yer, , gel, £ teRt: 


1 


NÈ nek-1 1 
L-3(t:Y»9) si È t lol, + Iy-6ln-1 i t Iy-gl» 
L_-1(t39) = inf EL (1:30) 9 EY}. 


Ipotesi II. limsupL _(t.,y) < t°, YWyeY_ ,. 
n-l n-1l 
t+o+ 
Questa è una condizione di tipo Brézis-Fraenkel [1]; infatti questi autori han 


no provato che, se yEY la condizione 


n-1° 


lim L__(t,y)=0 
Paga) n-1 


è necessaria e sufficiente affinché esista 
LA 
ue N 0 ([0,1];Y;), tale che u'(0) = y. 
d30 


Ebbene, è possibile dare, attraverso opportuni spazi di interpola- 
zione, una caratterizzazione quasi completa degli spazi che soddisfano 1'Ipote- 
si II. Per semplificare l'esposizione mi limiterò al caso n=2. 


Teorema 2. Se lim sup L.(t,y)<t, allora, qualunque sia la topo- 


t+0+ 
logia in LE risulta yet, Viceversa, se yeot2a, , con 


q 
2 


1 
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qE[l,t©] e as Z s allora lim sup L(t,y)Kto, se si prende come Yi lo spa- 
t+o+ 


zio (Y_,Y;) Di più, se X_ e X. sono densi in X, allora risulta 
0° 2a (o) 1 


»9° 
lim L (ty) = 0. 

t+0+ 

Se, invece, manca la densità e lim L;(t,y) = 0, allora yello! 


)i» 
t+0+ af: 


2 


dove lo spazio di interpolazione continua (Y_,Y è la chiusura di E in 


lo) 2) 


Viceversa se ye(Y_,Y.) , con as =, allora lim L (t,y)=0 se 
5 0° 2a ting 1 


si prende come Yi lo spazio orta 


Si ha allora: 


Teorema 3. a) Se valgono le Ipotesi I e II, allora 


Y-1£ p (039); VYaejo,ll e vwqell,to]. 


b) Se n=2, vale solo l'Ipotesi I ed 38€]a,1[, tale che 


» allora Ye Dp(a,9), VqE[l,+®]; se Qq=+, si può prende- 


re B=a 

I teoremi 2 e 3 ci assicurano quindi che gli spazi D (4,9) conten- 
gono Li se questo spazio non è troppo piccolo rispetto agli altri. 

Per studiare ulteriori proprietà degli spazi D_ (0,9), abbiamo bi- 


sogno della seguente caratterizzazione come spazi di medie. 


Teorema 4. Dp(a,9) coincide con l'insieme delle yeX, tali che 


esista u : RY + X fortemente misurabile, tale che: 


a) u(t)€ Da q.d. in R*; 


b) geontk, 


Inoltre, la norma in Dp (0,9) è equivalente alla 


n 
5 -ntk 
Iyly = inf{ ) It" ul ;3 u soddisfacente ad a)-b)-c)}. 


2,9 o) L8 (R*;1,) 


Con tale caratterizzazione si possono provare facilmente i risul- 


tati seguenti: 


Teorema 5. Sia X' uno spazio di Banach e 
n-l 
x FAL AI ° ; = LI 
gli operatori in X', tali che, posto P (s) = ) SI Ax 
k=0 


siano A',...,A' ., de- 
o’ n-1 


, valga anche per P' 1'I- 


tesi I. AI] TEL(X,X' EL i ha 
potesi ora, se (X,X') e Uk (ko k,) risulta "o Kei 


EL (0, (2,9); Dpi (4,9). 


Teorema 6. Se q<to, LA è denso in D_(a,q). Se q = +e, la chiu 


p 


+k 


sura di Le in Dplas®) è l'insieme Dp(a) = {yeX|lim s' A PL (s)y = 0, 


k=0,...,0-1}. uti 


k 


Questi spazi possono essere caratterizzati anche con un altro ti- 


po di spazi di medie e con i funzionali K e J. 


Poniamo, wteR* e wer 


j- ala 5 
K = inf .|.: 3 X,EY.3j = 0...;N 
(t,x) = in D t lx;l; xe Vai Na 


j=0 


Osserviamo esplicitamente che la funzione 
tet kbod 


è crescente e concava in R*. 


Analogamente, YteE RÌ e Yye Yo? poniamo 


n 
), X,3X} 
i ila 


j-nt1 
| 


J(t,y) = max{t YI; 3 d'assi, 


Si ha allora: 


Teorema 7. Lo spazio Dp (0,9) è isomorfo ai seguenti, muniti delle 


norme naturali: 


2 «pt ; :1; = 
a) {ye LE avi i, fortemente misurabili, vlt) + Vv, (8) y qQ.d. 


-ntj 
in R*, t°v,e LI i PE a My (8) ELAR*;Y,), j=0,....n-1}; 


ii 


b) tyeY_i t°ik(t,y)eL9 (R*;v_)}: 


+0 
c) {yeY i Bu: Rt + Y, fortemente misurabile, ut) EY, q.d. în e, f ult) — = 
o) 


= y, t°1 At,u(t))e 19 (Riv )3. 


Osserviamo come gli spazi di Yoshikawa, analoghi a quelli definiti 
nei Teoremi 4 e 7a),possano non essere equivalenti, così come gli spazi di Sparr 


definiti con i funzionali K e J. 


3. UN'ALTRA CLASSE DI SPAZI DI INTERPOLAZIONE 


——— TrT|y;—ot_  _ —_ dl _—————————É_—_"uz< {GL 


Come abbiamo visto, gli spazi Dp (0,9), se valgono le Ipotesi I e 
II, sono compresi fra Lo e Lee, E' pertanto opportuno definire degli altri 
spazi di interpolazione che siano contenuti in red? 
Per limitare gli aspetti tecnici della questione, considererò solo 


il caso n=2. 


x-12. 
Definizione. Se a €]0,1[, qeE[1,t©], poniamo 


D (a+1,0) = {xEY 


P 1A 


1 


1 € Dp(a»9)}. 


E' facile verificare che questi sono spazi di interpolazione fra 
gli Xe nel senso del Teorema 5. 
Si ha il seguente risultato di inclusione. 


Teorema 8. Se NES Ay eV} e vale l'Ipotesi II, allora 


1? 
(at1,g), Vae]0,1[ e vVqe [1,t©]. 


c 
1 D; 


Questo risultato asserisce dunque che LA è contenuto in tutti i 
Dp (a+1,q) se Yi non è troppo piccolo; in sostanza è una richiesta di tipo oppo 
sto a quella dell'Ipotesi II. 

Se poi n>2, è chiaro come si possano definire degli ulteriori spa 
zi di interpolazione che saranno compresi, sotto ipotesi analoghe alle prece- 
denti, fra \f e Yan: 

Mostrerò ora un esempio molto semplice in cui tutte le condizioni 


di inclusione sono soddisfatte. Consideriamo il problema 


(8È - aa, A, + a°)u = f , in [O,TMx9, 


u(t,x) = A, U(t,x) = 0 , in ([0O,T] x 39, 


u(0,x) ul*) , în, 


a u(0,x) = u, (x) > ‘inni 


Sia pe]l,te[ e poniamo: X = LP(a), 


- 4,p . d e 
Y 7 {UEW (0) 4 usa AU/ 59 0}, 


(A6) (x) = 4°u(x), 


È 3 2,p s = 
va {ueW (2) 5 u/ro 0}, 


(Au) (x) = -aA u(x). 


RES x. 2 . È S . : 
Poiché (MA n = {ue Br el0); una 0}2X,, tutti gli spazi Dp(a,q) sono 
2° 
contenuti in Y Inoltre, poiché 


s = 4,p = = =0}= 
{ueY,;AjueY,} = {ueW (2); U/r9 Auf, 30131 > 


tutti gli spazi Dp(a+1,q) sono contenuti in Yo 
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